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主要内容

论文提出了流行度调整的块模型（popularity-adjusted block model，PABM），更好地对节

点在每个社区中的流行度进行建模，在PABM下建立了作为社区检测的最大化目标的似然模块度，

并证明了似然模块度和节点流行度及模型参数估计的一致性。

PABM是随机块模型（stochastic block model，SBM）的一个拓展模型，实际上就是设定节

点𝑖和节点𝑗之间的连接概率为：

𝑖到𝑗所在社区的流行度参数× 𝑗到𝑖所在社区的流行度参数

并基于泊松分布进行统计推断。对该“似然模块度”的优化可以用变分方法，Kernighan-Lin型算法，

伪似然算法等方法进行，本文使用的是Le等（2016）[1]提出的EPs算法求解。

[1] Le,C. M., Levina, E. andVershynin, R. (2016) Optimization via low-rank approximation for community detection in networks. Ann. Statist., 44, 373–400.

◼ 论文1：Sengupta, S., & Chen, Y. (2018). A block model for node popularity in networks with 
community structure. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical Methodology), 
80(2), 365-386.



 Review：SBM & DCBM

➢ 设无向网络邻接矩阵的元素服从贝努利分布，𝑝𝑖𝑗为节点𝑖和𝑗的连接概率

• SBM假设节点𝑖和节点𝑗的连接只与它们所在的社区𝑐𝑖和𝑐𝑗有关，即

• DCBM则考虑了节点本身的度，在SBM基础上增加了度参数，节点𝑖和节点𝑗的连接不仅和

它们所在的社区𝑐𝑖和𝑐𝑗有关，还跟它们本身的度有关，即

其中𝜃𝑖和𝜃𝑗为度系数，𝜔𝑟𝑠为社区𝑟和𝑠的连接系数。DCBM存在可识别性问题，因此加上限制

（每个社区里的节点度系数之和为1）：

◆ 基于模型的社区检测/网络聚类



节点在社区中的流行度

➢ 节点在社区中的流行度是和网络社区结构紧密相关的一个特征，节点𝑖在社区𝑟

中的流行度定义为节点到该社区中所有节点的边数（的期望）。

➢ 注意到，对于同一社区，不同节点的流行度不同；同一节点在不同社区里的流

行度也不同。可能节点𝑖在社区𝑟中的流行度比节点𝑗大，但在社区𝑠中相反。

➢ SBM为了让同一社区的节点具有相同的行为，会对节点流行度产生限制；

➢ DCBM对每个节点引入了度参数，会一致地放大或降低节点的流行度，因此如果同一社

区内的节点𝑖和𝑗，在一个社区里𝑖比𝑗流行度更高，那么在所有社区里𝑖的流行度都会比𝑗高。

➢ SBM和DCBM里计算节点流行度可以发现，SBM里同一社区的节点流行度是相同的，而

DCBM中同一社区节点，流行度和度存在比例关系，度越大的节点流行度就越大。

 SBM和DCBM无法很好地刻画节点流行度



➢ 行表示四个样本博客，列分别表示从属社区，分

别在两个社区的流行度，节点度。括号外是观测

值，括号内是DCBM拟合值。

➢ 第一行和第二行（属于同一社区）：2的节点度约

为1的两倍，DCBM拟合得到的流行度，在两个社

区里都是2约为1的两倍，但实际上在liberal里1流

行度远大于2，在conservative里则相反。

➢ 第一行和第二行（属于同一社区）：两个节点实

际上在两个社区里的流行度相差较大，但由于二

者的度相同，DCBM可以很好地拟合节点度，但

得到两个节点在两个社区的流行度也是相同的。

与实际情况不符。



流行度调整的随机块模型（Popularity-adjusted block model, PABM）

➢ 在PABM中，节点𝑖和𝑗分别从属于社区𝑐𝑖和𝑐𝑗，这两个节点的连接取决于“𝑖在𝑐𝑗中的流行度”和

“𝑗在𝑐𝑖中的流行度”，即

其中𝜆𝑖𝑟表示节点𝑖在社区𝑟中的流行度参数。

➢ PABM也需要给定一个限制条件以解决可识别性问题，令𝑟中所有节点到𝑠的流行度参数之和

与𝑠中所有节点到𝑟的流行度参数之和相同，即：

➢ 设𝑀𝑖𝑟为节点𝑖到社区𝑟所有社区的连接数，在PABM下，节点流行度计算为

𝜇𝑖𝑟 = 𝐸 𝑀𝑖𝑟 =
𝑗∈𝑁𝑟

𝑝𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝑟Λ𝑟𝑐𝑖



 PABM下的似然模块度

➢ 这里考虑似然函数时，不用伯努利分布而改用泊松分布作为节点连接的假设（即考虑多

边情况）。DCBM提出的时候使用的也是泊松分布的假设，Zhao等（2012）说明了使用

泊松分布在实际理论证明中带来了很大的便利，而产生的误差成本是很小的。

➢ 计算似然函数：

➢ 对数似然：

➢ 对数似然对𝜆𝑖𝑟求导=0，得到

这里𝑀𝑖𝑟为节点𝑖到社区𝑟所有节点的连接数，𝑂𝑟𝑠表示社区𝑟和𝑠之间的连接数。



 PABM下的似然模块度

➢ 把𝜆𝑖𝑟带入对数似然函数中进行化简，最后得到只关于节点分配𝑐的轮廓似然函数，由于最

后只需要求解使得该轮廓似然最大的节点分配，和之前模块度函数的本质是类似的，它

也可以看作是某种模块度，称为“似然模块度“：

➢ 在候选的节点分配策略中，选择使得似然模块度最大的节点分配，之后代入到参数估计

的公式中，可得到流行度的参数估计结果。



一致性结果

➢ 引入稀疏性参数，考虑PABM 模块度的scaled version

➢ 似然模块度的population version

➢ 假设条件：



一致性结果

➢ 社区检测的一致性：对样本似然模块度求最大值对应的节点分配，就会和真实分配情况

很接近。

where

➢ 参数估计的一致性：在求解最大似然模块度得到节点分配 Ƹ𝑐 的基础上，带入公式得到流

行度参数和流行度的估计，以一定速度依概率收敛到真实参数值。

where



 Simulation

➢ 对于该目标函数的求解文中提到可以使用变分方法，Kernighan-Lin型算法，伪似然算法

等。本文采用的Le等（2016）[1]提出的EPs算法。

➢ EPs算法本质上是寻找候选分配集合，缩小优化范围。以K=2为例，找到邻接矩阵的前2

个主特征向量张成的空间，将 −1, 1 𝑛投影到空间里，投影构成的凸包的极值点所对应的

标签子集即为候选分配集合。

[1] Le,C. M., Levina, E. andVershynin, R. (2016) Optimization via low-rank approximation for community detection in networks. Ann. Statist., 44, 373–400.



 Simulation

➢ 分别在PABM和DCBM的设定下生成网络，分别在PABM和DCBM的似然模块度下进行网

络社区检测和节点流行度的估计。（二分类𝐾 = 2）

• PABM设定：𝜆𝑖𝑟 = 𝛼 ℎ/(1 + ℎ) 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟 = 𝑐𝑖 , 𝑎𝑛𝑑 𝜆𝑖𝑟 = 𝛽 1/(1 + ℎ) 𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑟 ≠ 𝑐𝑖，第

一节类节点𝛼 = 0.8 𝑎𝑛𝑑 𝛽 = 0.2，第二类节点𝛼 = 0.2 𝑎𝑛𝑑 𝛽 = 0.8，ℎ是homophily 

factor，ℎ越大则网络社区结构越强。

• DCBM设定：

• 节点数：𝑛 = 400 (𝑛1 = 200 𝑎𝑛𝑑 𝑛2 = 200)，𝑛 = 1000 (𝑛1 = 500 𝑎𝑛𝑑 𝑛2 = 500)

➢ 比较：节点流行度的估计表现；社区检测准确性的表现

➢ 流行度估计误差



 Simulation

✓ 实线：由PABM生成网络；虚线：由DCBM生成网络

✓ 圆点：求解PABM似然模块度；三角点：求解DCBM似然模块度

✓ 左列：𝑛 = 400；右列：𝑛 = 1000

✓ 上：流行度估计误差；中：社区检测误差；下：AIC

➢ 对于由PABM生成的网络，基于DCBM模块度的表

现很差，体现了DCBM无法很好刻画节点流行度。

PABM模块度一致地比DCBM模块度好。

➢ 对于由DCBM生成的网络，PABM模块度增加了很

多不必要的参数，会增加噪音影响效果，但流行

度估计和AIC表现来看，PABM只是略差于DCBM，

还是comparable的。



 Data analysis

✓ The political blogs network：美国政治博客网络，节点博客之间通过超链接相连

✓ The British MPs Twitter network：英国议员推特网络，节点议员之间通过转发推特相连

✓ The DBLP network：计算机类的文献检索数据库系统，节点作者通过参加了同一个会议相连

➢ goodness-of-fit measures

Where 𝐹1 measures the overall goodness of fit originating from community detection and model fit, 

whereas 𝐹2 measures the community-coreected goodness of fit that originates purely from the model fit.



 Data analysis

• PABM在社区检测误差和拟合优度上表现都要优于DCBM，尤其是拟合优度（考虑了节点流行度）

• PABM不仅能很好地刻画度，还能准确地表现实际流行度。（与最开头DCBM拟合结果对比）



◼ 论文2：Noroozi, M., Rimal, R., & Pensky, M. (2021). Estimation and clustering in popularity 
adjusted block model. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical Methodology).

主要内容

本文从另一个角度对Sengupta和Chen(2018)[1]提出的PABM进行了拓展理解，对PABM的公式

进行了转换，将概率矩阵写成了分块矩阵的形式，每个块都是一个秩一矩阵；利用Bregman散度

提出了PABM社区检测的一般目标，在F范数下可以写出已知社区数K的目标函数，并且通过加入

对K的惩罚项可以处理K未知的情况；根据一定假设下该分块矩阵的性质，可以将稀疏子空间聚

类（SSC）算法运用到目标函数的求解中。

[1] Sengupta, S., & Chen, Y. (2018). A block model for node popularity in networks with community structure. Journal of the Royal Statistical Society: Series B 
(Statistical Methodology), 80(2), 365-386.



从分块角度理解PABM

➢ 对于节点间连接概率𝑃𝑖,𝑗 = 𝑉𝑖,𝑐𝑗𝑉𝑗,𝑐𝑖的PABM，为了更好地理解这个模型，在已知社区数𝐾

和节点分配矩阵𝑍（𝑍 ∈ 𝑅𝑛×𝐾）时，考虑对概率矩阵𝑃按照节点分配形式进行重排，得到

𝑃(𝑍, 𝐾)，前𝑛1行和列表示第一个社区里的节点，以此类推，最后𝑛𝐾行和列表示第𝐾个社

区的节点。

➢ 𝑃(𝑍, 𝐾)是一个分块矩阵，(𝑘, 𝑙)块𝑃 𝑘,𝑙 𝑍, 𝐾 是𝑛𝑘 × 𝑛𝑙的矩阵，每个元素𝑃𝑖,𝑗
(𝑘,𝑙)

= 𝑉𝑖𝑘,𝑙𝑉𝑗𝑙,𝑘，

容易看出， 𝑃 𝑘,𝑙 𝑍, 𝐾 是一个秩一矩阵，可以表示成一组唯一的一维向量乘积。

◆ 记Λ(𝑘,𝑙)为𝑛𝑘维向量，分量Λ𝑖
𝑘,𝑙

= 𝑉𝑖𝑘,𝑙为社区𝑘的第𝑖个元素在社区𝑙中的流行度参数，则有

如下关系



从分块角度理解PABM



从分块角度理解PABM

◆ 整个重排后的概率矩阵就有如下的分块形式

➢ 这说明矩阵𝑃(𝑍, 𝐾)是由很多个秩一块矩阵组成的。本文最主要的落脚点就是认识到PABM的概

率矩阵是由一些秩一矩阵组合而成，这是Sengupta和Chen(2018)没有意识到的。这可以帮助我

们从另一个角度对PABM进行估计和聚类，建立基于F范数最小化的聚类目标。

➢ 之后也发现在可检测条件下，任一社区对应的概率矩阵的列都在一个𝐾维的子空间里，并且这

个社区的子空间与其他社区所在子空间不同。本文基于这个结论引入了SSC进行社区检测。



估计和聚类的过程推导

➢ 当真实社区数𝐾∗已知时，给定节点分配𝑍，可以用一个置换矩阵𝒫𝑍,𝐾∗对邻接矩阵𝐴进行重

排，即𝐴 𝑍, 𝐾∗ = 𝒫𝑍,𝐾∗
𝑇 𝐴𝒫𝑍,𝐾∗，回忆概率矩阵分块

➢ 很直观地，如果𝐾∗已知，想要得到𝑍∗和𝑃∗的估计，我们可以在分块意义下最小化𝐴 𝑍, 𝐾∗

和Λ(𝑘,𝑙) Λ 𝑙 𝑘 𝑇
构成的概率矩阵之间的某个散度度量。

➢ 考虑Bregman散度（𝐹是连续可微严格凸函数）：

➢ 目标函数就可以一般化为最小化𝐴 𝑍, 𝐾∗ 和𝑃(𝑍, 𝐾∗)之间的Bregman散度

➢ 不难发现，取 时，就可以推导得到Sengupta和Chen(2018)得到的基于

泊松分布的似然模块度。



估计和聚类的过程推导

➢ 这里考虑取𝐹 𝑥 = 𝑥
2
，对应矩阵的F范数，得到给定𝐾下的优化目标

◆ 这个目标对Λ的求解是需要之前Sengupta和Chen(2018)提出的可识别性条件的，但是我

们知道了它的每个块都是一个秩一矩阵，就可以转化为一个求秩一矩阵Θ(𝑘,𝑙)的目标。另

外针对𝐾未知的情况，再加上一个对𝐾的惩罚项Pen(n, K)，得到完整的目标函数为



估计和聚类的过程推导

◆ 假设 መ𝑍和𝐾已知，用𝐴 𝑘,𝑙 ( መ𝑍, 𝐾)的秩一估计作为Θ(𝑘,𝑙)，即

◆ 上式代入原目标，假设𝐾已知时，求解Z，即

◆ 再代回原目标，得到一个只含𝐾的函数，对𝐾进行搜索找到最优社区数

➢ 选择惩罚项为



稀疏子空间聚类（Sparse Subspace Clustering, SSC）

➢ 子空间聚类就是为对处于不同子空间的点的分离而设计的，令 X𝑗 ∈ 𝑅𝐷
𝑗=1

𝑛
是一组点，来自

𝐾个线性或仿射子空间 𝑆𝑖 𝑖=1
𝐾 ，每个子空间维度是𝑑𝑖 = dim(𝑆𝑖)，以线性子空间为例，即

其中𝑈𝑖为𝑆𝑖的基，𝑦为𝑥在𝑆𝑖中的低维表示。

➢ 子空间聚类的目的就是找到子空间数目𝐾，每个子空间的维数 𝑑𝑖 𝑖=1
𝑘 和基 𝑈𝑖 𝑖=1

𝑘 ，以及每个

点的分配。子空间聚类算法包括：代数方法，迭代方法，基于谱聚类的方法。这里考虑的是

基于谱聚类的算法。

➢ 谱聚类算法依靠的是构建一个亲和（相似）矩阵(affinity matrix)，里面的元素是两点间的某

种距离度量。比如SBM直接用邻接矩阵𝐴，DCBM则通过对𝐴进行一些规范化处理。

➢ 但是子空间聚类就不太适用，因为有可能两个点离得很近，但是在两个子空间里。



稀疏子空间聚类（Sparse Subspace Clustering, SSC）

➢ 一个解决的办法就是构建亲和矩阵的时候利用“点的自表示“，希望这个点能够更可能被在它

自己子空间里的其他点表示，而不是来自其他子空间的点。

➢ 构建方法包括低秩表示(low-rank representation)和稀疏子空间聚类(SSC)。

➢ 本文用的是SSC，可以利用到之前得到的结论：给定𝐾时，𝑃∗实际上是处在𝐾个子空间的并集

里，每个子空间至多是𝐾维的。

➢ 如果𝑃∗已知，权重矩阵𝑊就可以在将每个点写成所有其他点的稀疏线性组合的条件下，通过

最小化非零分量的数量（0范数）得到，即

➢ 在数据含噪声的情况下，上面的条件太过于精确，可以引入调整参数𝛾 > 0，得到



稀疏子空间聚类（Sparse Subspace Clustering, SSC）

◆ 前面的优化目标可以改写成

对于PABM的求解，取𝐿 =K。

➢ 利用正交匹配追踪(orthogonal matching pursuit, OMP)算法可以解决(32)这个问题。

➢ 给定 𝑊，就可以根据权重矩阵的对称形式得到SSC的亲和（相似）矩阵

◆ SSC的基本流程为两步：1. 估计权重矩阵𝑊（用OMP算法求解(32)）

2. 在亲和矩阵𝑆上运用谱聚类（33）



 Simulations

➢ 在Sengupta和Chen(2018)里的模拟中，只考虑了二分类问题，并且设定的人工网络虽然是

从PABM中生成的，但是太过于平衡了，其实谱聚类也能得到较准确的结果。因此这里考虑

生成连接概率多样化且符合PABM的人工网络，并且考虑𝐾取多种值。

➢ 具体生成过程这里不展开。

◆ 对PABM的求解步骤：1. 用OMP算法优化(32)，得到权重矩阵𝑊的估计；

（全程K是给定的） 2. 对相似矩阵𝑆应用谱聚类算法，得到聚类矩阵𝑍的估计；

3. 给定 መ𝑍，可以得到𝐴分块形式，根据每个块的秩一估计得到Θ;

4. 最后把Θ用置换矩阵还原到原来的样本顺序，得到 𝑃.

➢ 尝试不同的𝐾取值，找到目标函数最小的那个作为最优社区数。



 Simulations

• 左边是聚类估计误差，右边是概率矩阵

估计误差；

• 实线为SSC，虚线为SC；

• 𝜔 越大表示生成的网络异质性（不均匀）

越强；

• 𝐾 = 4（上），𝐾 = 8（下）。

✓ 随着𝜔的增加，SSC比SC的效

果更准确。因为SSC更加适合

处理更加多样化的连接概率。



 Simulations

• 每个模型设定下生成50个网络，统计网络选

择的最优社区数出现的频率。

✓ 出现频率最高的都是真实的社区数，

说明选择𝐾的方法是合理的。



 Real data examples

➢ 社交网络往往具有比较强的同配行为，这种现象可能和人类倾向于建立强关联的趋势有关。

➢ Sengupta和Chen(2018)采用的政治博客、英国推特等网络都比较接近分块对角的邻接矩阵，

实际上SC在这些网络上的表现也会很好。

➢ PABM能够对于更加多样的网络提供精确的描述，尤其是出现在生物科学中的网络。

➢ 这里考虑了两个网络：蝴蝶相似性网络和人脑功能网络

• 蝴蝶相似性网络：节点为几百种蝴蝶，边是通过细粒度图得到的表型相似性的0-1值，总

共有4个种群大类。

• 人脑功能网络：节点为人脑划分出的几百个区域，边是各区域之间的某种功能性连接，

根据以往的研究有6个功能大类。



 Real data examples

Fig5. 估计得到的邻接矩阵的分块形式

（左：蝴蝶网络，右：人脑网络）

➢ 在真实数据上分别采用SSC，

SC和加权k-median算法，和

真实结果进行比较，SSC的

调整兰德系数(ARI)最高。


