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Multi-layer Networks

网络中的社群发现问题有着十分悠久的历史，但在绝大部分研究中人

们所关注的是在单一网络中的社群发现问题，而现如今在很多情况下

我们所收集到的是同一群对象在不同关系或不同时间时所形成的一系

列网络结构，即Multi-layer Networks。

Figure: Multi-layer Network
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MLSBM

当我们假设各layer之间独立时，可以很容易的写出在SBM模型

下Multi-layer Network的概率分布，因此MLSBM模型在多层网络的社

群分组研究中占据主要地位。从最早的Variational Inference方法[2]，

到regularized Spectral Clustering方法[4]、Least Square Approach[3]等。

研究者们从很多不同的角度对MLSBM模型进行了求解。

(ĝ , B̂) = arg min
h,B̃

m∑
i=1

ωi

∑
1≤j 6=l≤n

(
Yijl − B̃ihjhl

)2

P̂ = arg max
PTP=I

M∑
m=1

∥∥∥PTA(m)P
∥∥∥2

F
, Λ̂(m) = P̂TA(m)P̂, m = {1, . . . ,M}
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Mixture Multi-layer SBM(MMSBM)

全部的上述模型均基于一个共同的假设：

• 所有Layer的社群分组情况相同。

在实际生活中上述假设显得没有那么合理，例如：Yelp数据中人们所

形成的饮食网络和游玩网络的社群显然不应当是相同的。

Figure: Toy example
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Mixture Multi-layer SBM(MMSBM)

MMSBM模型的目标就是在不同的Layer的层面依据社群分组结构进行

分类；在Node的层面从Global与Local两个视角给出各个node的社群分

组。为了求解MMSBM模型文章设计了一套算法流程命名为TWIST。

Figure: The general procedure of TWIST
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Notations

The observed data contains L-layers of networks on the same set of

vertices:V = [n]:

G = {Gl : l = 1, · · · , L}

认为每一个Gl是来自m类SBM模型中的一个，其中

• SBM(Zj ,Bj) = the j-th SBM model’s parameters.

• V j
k = the k-th community in the j-th SBM, and ∪Kj

k=1V
j
k = V.

• Lj = # {l : `l = j , 1 ≤ l ≤ L} = the number of layers generated by

SBM (Zj ,Bj).

•
◦
K= K1 + · · ·+ Km and L = {`l}Ll=1 and Vj :=

{
V j
k

}Kj

k=1

The observed matrix of Gl is Al follows: Al ∼iid Bern
(
Z`lB`lZ

>
`l

)
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Adjacency tensor and its decomposition

将L个Al写成一个tensor A ∈ Rn×n×L，我们有：

E(A) = B×1 Z̄ ×2 Z̄ ×3 W

• Z̄ = (Z1,Z2, · · · ,Zm) ∈ {0, 1}n×K̇

• W = (e`1 , e`2 , · · · , e`L)> ∈ {0, 1}L×m

• B ∈ R
◦
K×

◦
K×m is a 3-way probability tensor whose j-th frontal slide is

B(:, :, j) = diag
(
0K1 , · · · , 0Kj−1 ,Bj , 0Kj+1 , · · · , 0Km

)
, 1 ≤ j ≤ m

Let K̄ denote the number of global communities. 取V =
{
Vk

}K̄
k=1
代

表global community clusters，对于两个点i1 6= i2，

{i1, i2} ∈ Vk ⇐⇒ Z̄ (i1, :) = Z̄ (i2, :)
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Tucker decomposition

有r = rank(Z̄ )，有Z̄的SVD分解为：

Z̄ = ŪD̄R̄>

其中D̄ = diag
(
σ1(D̄), · · · , σr (D̄)

)
∈ Rr×r , σ1(D̄) ≥ · · · ≥ σr (D̄) > 0

因此我们可以将tensor A的期望写成Tucker decomposition的形式：

E(A | L) = C×1 Ū ×2 Ū ×3 W̄

其中C = B×1

(
D̄R̄>

)
×2

(
D̄R̄>

)
×3 D

1/2
L ，W̄ = WD

−1/2
L ∈ RL×m，其

中DL是W的行和的diagonal matrix。
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Tucker decomposition with integrated SVD

transformation(TWIST)

TWIST算法的步骤总结为：

• Step 1: Decomposition of adjacency tensor

• Step 2: Global memberships

对上一步得到Û按行的方向做k-means即可得到V̂ =
{
V̂k

}K̄

k=1
。

• Step 3: Get Network Classes through sup-norm K-means

• Step 4:Local memberships 在同一个label下所有

的graph都share同一个SBM模型，因此直接对这些graph的和

做k-means即可。
go
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Regularized power iterations for sparse tensor

decomposition
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Regularized power iterations for sparse tensor

decomposition

在实际数据中我们得到的tensor A往往是非常稀疏的（这也是我们关注

的情况），而如果直接采用Tucker Decomposition中最常用的high-order

orthogonal iterations算法则往往无法得到很好的效果。事实上[5]中只是

证明了HOOI在算法在dense tensor上的Statistical Optimality。

为了处理稀疏的情况，文章采用的是[?]中的算法，具体：

Pδ(U) = SVDr (U?) where U?(i , :) := U(i , :)·min{δ, ‖U(i , :)‖}
‖U(i , :)‖

i ∈ [n]

其背后的intuition在于，当各个global community的大小是balance的情

况下，有

max
j

∥∥e>j Ū
∥∥ = O(

√
r/n)

，因此Û的某一行信息量过大就说明其受到的stochastic errors影响很大

需要被遏制。在实际操作中建议：

δ̂1 = 2
√
r · max1≤i≤n degi√∑

i deg2
i

and δ̂2 = 2
√
m · max1≤l≤L negl√∑

l neg2
l
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Warm Start

事实上计算tensor A的low-rank approximation是一个NP-hard的问题，

如果采用随机初值，算法往往收敛到一个没用的局部最小点[1]。

具体到TWIST中，采用的对
∑L

l=1 Al做SVD的方式得到Û0，随后Ŵ 0同

样取自M3(A)
(
Ũ(0) ⊗ Ũ(0)

)
的前m个left singular vectors，其

中Ũ(0) = Pδ1

(
Û(0)

)
。在后续证明中会说明这种Initialization的合理性。

back
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Network Clustering by sup-norm K-means

back
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Signal Strengths

对与core tensor有：

C = B×1

(
D̄R̄>

)
×2

(
D̄R̄>

)
×3 D

1/2
L = B×1 D̄ ×2 D̄ ×3 D

1/2
L

其中B = B×1 R̄
> × 2R̄

> ∈ Rr×r×m 为衡量tensor的signal strengths我们

定义：σmin(T) = min
{
σrj (Mj(T)) : j = 1, 2, 3

}
Condition 1

• (A1):σmin(B) ≥ c1pmax, where pmax = maxi,j,l [EAl ]ij

• (A2):D̄ is well-conditioned, σmin(B) ≥ c1pmax, where

σ1(D̄) ≤ κ0σr (D̄)

• (A3):Network balance:Lmin � Lmax � L/m

Lemma1

If conditions hold and m,r,k0 are constants then σmin(C) ≥ C
√
Lnpmax
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Error Bound of Regularized Power Iteration

定义两个column space之间的距离：d(V̂ ,V ) := infO∈Or,r ‖V̂ − VO‖，
基于此定义在算法第t个iteration时

Err(t) = max
{
d
(
Û(t), Ū

)
,d
(
Ŵ (t), W̄

)}
(1)

Theorem2: General convergence results of regularized power

iterations

在初值满足Err(0) ≤ 1/4，上述conditions 满足，Lnpmax ≥ C log4 n时以

概率趋近于1有：Err (tmax) = Op

(√
log(n)/ (Ln pmax

))
其

中tmax = C log
(
σmin(C)/

(√
npmax + δ1δ2

))
。
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Consistency of recovering global memberships

定义global community分类的Hamming error：

L( ̂̄V ,V) = min
τ : a permutation on [K̄ ]

n∑
i=1

1
(
i ∈ Vk , i /∈ V̂τ(k)

)

Theorem 3: Consistency of global clustering

在所有conditions 满足且mink

∣∣Vk

∣∣ � n/K̄ 以概率趋近于1有：

n−1 · L(V̂,V) ≤ C3κ
6
0

r2 log n

Lnpmax
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Network classification

同样定义Hamming error：

L(L̂,L) = min
τ : permutation of [m]

L∑
l=1

1
(
`l 6= τ

(
ˆ̀
l

))

Theorem 4: Consistency of network clustering

设L̃ =
{

˜̀
l

}L

l=1
是对Ŵ做标准k-means得到的结果。在所有conditions 满

足时以概率趋近于1有：

L−1 · L(L̃,L) ≤ C3κ
4
0

(
r2/m

)
log n

Lnpmax
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Warm initialization for regularized power iteration

在Theorem 2中我们需要初值满足：

Err(0) = max
{
d
(
Û(0), Ū

)
,d
(
Ŵ (0), W̄

)}
≤ 1/4

，可以证明依据Warm Start所给出的步骤，同时保证core tensor的信息

量满足：

σr

(
C×3 (dL/L)1/2

)
≥ 4C3

√
npmax log2 n

此时得到的初值满足Warm Start的条件。
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Simulation Settings

将L个layer分为m类，每一类通过等概率随机抽样产生。每一类的社群

分组情况也由等概率的随机抽样产生。不同类的B始终相同：

B = pI + q
(
11T − I

)
。令α = q/p为out-in ration。

模拟主要关心四个参数对结果的影响：Expected degree(network

sparsity), ”out-in” ratio(signal to noise), number of layers, number of

nodes.

文章对三种方法进行了对比：

• TWIST

• TWIST-HOSVD 使用对A的HOSVD分解结果作为初值。

• Sum-Adj 直接对所有matrice做加和形成一个single-layer network。
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Simulation results - Global memberships

基准设定：L=20，n=600，K=2，m=3，d=10，α = 0.4
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Simulation results - Network clustering
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Real data- Worldwide food trading networks

数据为：2010年99个国家在30种不同食物上的贸易往来网络。

计算参数：TWIST选择的core tensor为20× 20× 2。

some interesting results

• 网络所分成的两类可以概括为：未加工食品类别与加工食品类别。

• 在未加工食品类别中存在一定数量的经济大国与几乎全部国家都
有交易往来；

• 在加工食品类别中地域上更加接近的国家更容易产生交易。
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One important restriction

我认为MMSBM作为一个multi-layer SBM模型存在一个重要的缺陷：一

般在multi-layer SBM模型当中我们认为Bl
L
l=1是随意变化或者服从某种

规律在变化的，但MMSBM模型认为同类别的Layer服从一个完全相同

的SBM模型显然大大简化了模型的估计难度。另一方面从intuition的角

度，正如MMSBM模型文章本身所关注的，不同Layer之间的分类依据

应当是社群分组情况是否不同，因此考虑只依据Z的变化进行分类的模

型也是有现实意义的。
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